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La connaissance de I'impedance est indispensable pour prevoir Ie comportement d'une electrode 
soumise a une perturbation de forme que1conque, pourvu qu'elle soit de faible amplitude. Cet 
article a pour but d'effectuer la synthese des resultats obtenus lors des precedentes etudes et de 
montrer leur utilisation possible dans les etudes de cinetique electrochimique. 

L'expression donnant les variations avec la frequence de I'impedance de diffusion Zd = kl (jw) -1/2 

a ete donnee des Ie debut du siec1e par Warburg1 • Les etudes ulterieures classiques relatives a ce 
type d'impedance2

,3 avaient trait a I'expression de kl en fonction des parametres de la reaction 
d'electrode. La formule de Warburg qui prevo it une valeur infinie a frequence nulle a ete verifiee 
dans Ie domaine acoustique auquel se limitaient les mesures; on admettait.. sa validite a toute 
autre frequence4 y compris a frequence nulle, bien que Ie mesures en courant c~ntinu fournissent 
en general une valeur finie pour la derivee de la courbe courant-tension. En fait,l'un de nouss 

a montre que la formule de Warburg ne s'applique que pour des frequences w/21t de la perturbation 
periodique suffisamment elevees pour que la region de la solution perturbee par Ie courant alter
natif reste beau coup plus mince que la couche de diffusion. Quand la frequence diminue, les deux 
couches tendent a se confondre et la distribution de la composante transitoire de la concentration, 
tout con1JTIe celie de la concentration stationnaire, devient infiuencee par la convection. 

Afin de pourvoir utiliser les methodes de relaxation en presence d'une surtension de concen
tration aux frequences plus basses que celles du domaine acoustique, i1 est necessaire de disposer 
d 'un modele plus elabore que celui de Warburg mais qui puisse se ramener ace dernier dans Ie 
domaine des plus hautes (requences. Le seul moyen connu actuelJement pour obtenir une expres
sion analytique valable a toute frequence consiste a utiliser Ie modele tres approximatif de Nernst 
dans lequel on suppose I'existence d'une couche de diffusion bien delimitee d'epaisseur 0 oil 
la convection n'infiuence pas la distribution de concentration mais seulement la valeur de 0. 
On obtient5: 

(1) 
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Sur l'impedance de diffusion 867 

avec IV = (£)02 jD, D representant Ie coefficient de diffusion de l'espece electroactive transportee. 
On peut remarquer que cette expression est identique a celie qui donne I'impedance de dift"usion 
pour une electrode poreuse6 , 7 et pour une cellule a couche minces ou a celie qui donne I'impedance 
d'une ligne de transmission finie, courtcircuitee a son extremite, dont les densites lineaires de 
resistance et de capacite sont constantes9 . Cette identite resulte evidemment de I'existence commu
ne d 'une condition aux limites a distance finie. 

L'avantage de la formule (1) est de permettre de visualiser facilement les ecarts 
par rapport ala formule de Warburg en tres basse frequence. Ceci est montre sur la 
figure 1 representant la fonction (1) dans Ie plan complexe. TOlltefois, si I'on desire 
connaitre avec precision Ie spectre complet, il faut envisager un modele moins appro
ximatif. Scule la comparaison des resultats obtenus a l'aide de celui-ci avec ceux 
iSSllS de l'emploi de l'approximation de Nernst pennet d'avoir des renseignements 
quantitatifs sur l'erreur due a cette derniere. Nous nous sommes donc attaches 
a la determination precise du spectre de I'impedance de diffusion1o ,11 pour une 
electrode a disque tournant, qui permet d'effectuer Ie caleu! sans erreur importante 
en ne considerant qu'une variable: la distance y a I'electrode. 

Definition du modele 

Nous avons base notre modele sur I'equation fondamentale proposee par Levich12 

pour decrire Ia distribution de concentration C d'une substance transportee par 
diffusion convective soit: 

(2) 

ou la compos ante normale de la vitesse Vy est don nee so us forme de developpements 
en serie13 -16. La solution est determinee par les conditions aux limites: 

y = 0, acjay = - JjnFD ; y ~ 00, c ~ coo, (3) 

ou Coo est la concentration d'equilibre qui reste etablie au sein de la solution, J la 
densite du courant du a la reaction electrochimique et n Ie nombre d'electrons echan
ges dans cette reaction. Pour une reaction en une seule etape, irreversible ou en 
presence d'une surtension elevee par exemple, J est donne par l'expression: 

(4) 

ou 11 est la surtension, k2 et b sont des parametres caracteristiques de la reaction, 
independants de 11 et de c. Ces expressions sont obtenues en negligeant les interactions 
entre Ie courant de charge de Ia double couche et Ie courant faradique 1 

7, simplifica
tion permise dans ce travail cons acre au domaine des tres bases frequences ou ces 
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868 Levart, Schuhmann: 

interactions sont absolument negligeables . Notons egalement que 1'equation (2), 
dans Iaquelle Ia distance radiale n'intervient pas, n'est val able qu'en I'absence d'inter
actions entre la distribution de concentration et Ia distribution primaire du champ 
electrique, ce qui exige une faible resistance de 1'electrolyte18

. 

Compte tenu de cette restriction, Ie systeme d'equations precedent peut etre utilise 
pour determiner les valeurs de J, 1] et c(y) en regime stationnaire com me en regime 
t ransitoire. La solution en regime stationnaire a deja ete donnee par Levich12

• 

En revanche, en regime transitoire, par suite de Ia forme non lineaire de l'equation (4), 
Ia solution est beaucoup plus difficile a trouver pour des conditions quelcbnques. 
L'approche ne peut guere etre envisagee que si la surtension d'activation est negli
geable, 1'equation de Nernst se substituant alors a I'equation (4). 

Tres generalement, les parametres caracteristiques d'une 'reaction etudiee sont 
difficilement deductibles des resuItats d'etude en regime transitoire de grande ampli
tude. Ces derniers integrent en effet, les reponses a des conditions correspondant 
a des etats tres differents traverses successivement par I'electrode. On obtient des 
informations mieux separees et plus nombreuses lorsque 1'on impose des perturba
tions de faible amplitude autour d'une serie de points correspondant a des conditions 
stationnaires3

,19. C'est pourquoi no us avons limite notre etude de Ia diffusion con
vective en regime transitoire au cas ou les perturbations sont de faible amplitude'. 

Les resultats obtenus en regime permanent, avec une perturbation de forme 
sinusoldale, sont habituellement presentes en termes d'impedance complexe. En 
regime transitoire, avec une perturbation de forme quelconque, Ie signal et Ia reponse 
peuvent etre traites a l'aide de Ia transformation de Laplace et fournissent 1'impe
dance operationnelle20

. L'expression de celle-ci peut encore s'obtenir par substitu
tion du parametre s a jw dans l'expression de I'impedance ~omplexe et Ies deux 
types d'impedance sont equivalents21

• 

Quel que soit Ie modele etudie, il suffit donc d'effectuer I'analyse mathematique 
aboutissant a 1'expression soit de I'impedance operationelle, soit de I'impedance 
complexe; Ie choix entre Ies deux ne peut tenir qu'a Ia plus grande aptitude du cher
cheur a manier soit Ies grandeurs complexes soit Ia transformation de Laplace. 

Le traitement presente ici a ete effectue en supposant une perturbation de forme 
sinusoldale, ce qui d'ailleurs est en accord avec la tradition en matiere d'impedance 
faradique ; Le calcul s'effectue en transposant dans Ies equations fondamentales 
(par exemple ici Ies equations (2) a (4)) a toute grandeur X, lasomme delacomposante 
stationnaire X et de sa composante variable AX, sachant que la surtension imposee 
1] est de forme: 

On obtient: 
1] = ij + A1] = ij + IA1]1 exp (jwt) . 

jw Ac = D(iPAcj8x 2
) - Vy(8LJcj8y) , 

(5) 

(6) 

y = 0, 8Acj8y = - AJjnFD; y ~ 00, Ac ~ 0 , (7) 
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Sur l'impedance de diffusion 86~ 

(8) 

et d'apres (8): 

Zr represente !'impedance faradique par unite d'aire et Ie deuxieme terme de (9) 
sa composante appelee impedance de diffu sion qui nous interesse seule ici. 

Comme on peut Ie montrer facilement, queJ que soit Ie modele reactionnel, toute 
substance de concentration Cj participant a la reaction d'electrode de densite de 
courant J donne lieu a une impedance de diffusion proportionnelle a I1c j /I1J. Le 
coefficient de proportionnalite depend de J et (l1c;(I1J)y=o est detini a partir de la 
solution de systemes analogues au systeme (6), (7). Tout probleme de diffusion 
convective sur disque toumant en presence d'une perturbation de faibJe amplitude, 
dans Ies limites d'applicabilite de la formule (2), revient done a la determination 
de (l1c/I1J)y=o a partir du systeme (6), (7). 

Calcul de la concentration trallsitoire et de l'impedance complexe 

Dans ces conditions, il est interessant de transformer ce systeme en n'utilisant que 
des grandeurs sans dimension, d'autant plus que Ie systeme hydrodynamique abou
tissant a la donnee de Vy a ete deja resolu aussi en utilisant ce proced6 de reduc
tion13 - 16 . 

Nous poserons done, comme ill'a ete fait: 

x = (Qjv)y ; Sc = v/ D; Vy = H(x) . (vQ)1 /2 (10) 

ou Q represente la vitesse angulaire de rotation du disque et v la viscosite cinematique 
de la solution electrolytique; Sc est Ie nombre de Schmidt. 

Le caIcuI de I1c/I1J peut se ramener a celui de Ia [onction sans dimension M telle 
que : 

M = - (l1c/l1J) nFD (Q/V)1/2 . (11) 

II reste a substituer a w une grandeur reduite. Celle qui simplifie Ie plus I'expression 
de l'equation differentielle a resoudre est Ia frequence reduite v telle que: 

v = wv/QD. (12) 

En utilisant ces grandeurs, Ie systeme (6), (7) donne: 

(d2M/dx2
) - Sc H(x) (dM/dx) - jvM = 0, (13) 
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870 Levart, Schuhmann: 

x = 0, dM/dx = 1; x ~ 00, M ~ 0 (14) 
avec: 

H(x) = - ax 2 + 1/3X3 + .. . , a = 0,51023 , (15) 

(16) 

(X = 0,88447; b 1 = 2,36449; a 1 = 1,53678 . 

Le probleme revient donc a determiner la fonction M(x, Sc, v). La solution pour 
v = 0 peut s'obtenir a partir des resultats de calculs precis sur la base de la theorie 
de Levich en regime permanene2

: 

M(O, Sc, 0) = (1 + 0,2980 Se- 1/3 + 0,14514 Sc- 2/ 3)/0,62048 SC l / 3 
• (17) 

On pourrait essayer de resoudre Ie probleme pour v quelconque en exprimant 
M(x, Se, v) sous forme de series infinies multipliees par des fonctions d' Airy23. 

Mais la constante arbitraire determinee par la condition limite a l'infini ne peut 
s'obtenir que par essais successifs. On ne peut done pas imaginer trouver un gros 
avant age a disposer de la solution sous forme analytique. Nous no us sommes done 
attaches a resoudre Ie probleme sous cette forme numerique, les resultats pouvant etre 
groupes dans des tables en fonction de v pour plusieurs valeurs de SC10

,H. Le calcul 
a ete effectue a l'ordinateur par la methode des differences finies . Le ealcul de la 
distribution en fonction de x a ete effectue pour Sc = 1000 et pour plusieurs valeurs 
de ventre v = 1 et v = 700 et les resultats ont ete compares avec ceux obtenus sur 
la base de l'approximation de Nernst lO

• On a trouve des ecarisC1:e l'ordre de 10% 
pour la partie reelle et 20% pour la partie imaginaire dans les deux premiers tiers 
de la couche de diffusion. Au dela, l'approximation de Nernst conduit a des resultats 
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Representation dans Ie Plan Complexe 
de l'Impedance de Diffusion Reduite A - jB 
(approximation de Nernst) 
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Representation dans Ie Plan Complexe de 
l'Impedance de Diffusion Reduite M = 

:= N - jp (caicul rigoureux pour Sc = 103) 
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Sur l'impedance de diffusion S2! --------------------------------------------------------------
tout a fait errones puisque les deux composantes ne s'annulent au 1/1000 pres 
de leur valeur maximum qu'a une distance de l'electrode egale environ a 2<5. 

L'impression des valeurs M(x) exigeant line grosse consommation du temps 
a l'ordinateur, nous nous sommes limites pour les autres caJculs a l'impression de 
M(O, Sc, v). Ces caJculs ont consiste a determiner M pour un grand nombre de valetJfs 
de v pour trois valeurs de Sc, 104

, 103 et 102
, couvrant Ie domaine des solutions 

aqueuses. Nous ne donnons ici sur la figure 2 que les resultats correspond ant a Ia 
valeur centrale Sc = 103

. Ils sont presentes sous forme d'un diagramme trace dans 
Ie plan complexe, gradue suivant Ies valeurs de v, la partie imaginaire de M, p(Sc, v), 
etant representee en fonction de la partie reelle N(Sc, v). 

En comparant les valeurs representees sur Ie diagram me avec celles obtenues en 
utilisant la formule (1) et l'expression classique de <5, on trouve des ecarts qui peuvent 
atteindre 10%, soit nettement plus que les erreurs experimi:mtales courantes. Bien q lie 
ces ecarts soient inferieurs a ceux trouves pour Ia distribution M(x), on voit que 
l'approximation de Nernst ne convient pas pour la determination precise de l'impe
dance, bien que celIe"ci ne depende que de la valeur a l'electrode de M. 

Si l'on trace des diagramme semblables a ceux de la figure 2 pour Sc = 104 et 10
2

, 

on voit que les valeurs caracteristiques de v dependent nettement de Sc. Considerons 
par exemple Ie poiI'lt ou la partie r6elIe atteint les 2/3 de sa valeur a frequence nulle, 
point voisin du maximum de Ia partie imaginaire et facile a determiner avec precision. 
Ce point correspond a v = 320, 66 et 13 pour Sc = 10\ 103 et 102 respectivement. 
Les valeurs de M(O, Sc, v) correspondantes se pretent donc difficilement it l'inter
polation pour determiner M a d'autres valeurs de Sc. Les parametres x et v, bien 
que semblant correspondre au choix Ie plus nature! math6matiquement de grandeurs 
sans dimension, ne se pretent pas a la connaissance generale de M it l'aide d'un. 
nombre limite de caJculs. 

Determination de l'impedance complexe pour un nombre de Schmidt quelconque 

Nous allons montrer qu'un autre choix de grandeurs sans dimension permet au 
contraire de determiner avec precision l'impedance de diffusion pour toute valeu:t:" 
de Sc a l'aide de caJculs effectues pour un nombre reduit de valeurs de ce parametre • 

Si on limite H(x) au premier terme du developpement (15), il existe en effet un. 
systeme de grandeurs sans dimension qui eliminent explicitement Sc de I'equation. 
differentielle et des conditions aux limites. En posant: 

z = (0,51023 SC)1/3 X ; u = (0,51023 Sct2/3V , (i8J 

on aboutit au systeme particulierement simple: 
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872 Levart, Schuhmann : 

z = 0, dM/dz = 1; z ~ 00, M ~ O. (20) 

L'equation (19) correspond d'ailleurs ala transformee de Laplace d'une equation 
proposee pour decrire la diffusion transitoire sur dis que tournant sur la base de la 
meme approximation24

, a condition de remplacer ju par une frequence operation
nelle reduite reelle CT. 

La valeur rigoureuse de M s'obtient en substituant a (19) I'equation suivante: 

(d2MJdz"2) + (dM/dz) z2(1 + b SC- 1
/

3 
Z + C SC- 2

/
3

Z
2 + ... ) - juM = 0, 

(21) 

dans lequel b et c sont des coefficients numeriques issus du developpement de H(x). 
On voit que I'influence de Sc apparait comme une perturbation par rapport a Ia 

solution approchee qui correspond a la limite de la solution rigoureuse a Sc infini. 

On peut done ecrire: 

M(z, Sc, u) = M(z, 00, u) + e(z, Sc, u) , (22) 

au M(z, 00, u) est la solution du systeme (19), (20). On peut chercher une solution 
approchee de la perturbation e du type: 

e = It SC- 1 / 3 . (23) 

On trouve en transposant (23) dans (22), puis dans (21) et en neglige ant les termes 
d'ordre e2 au d'ordre superieur: 

(24) 

z = 0, dfL/dz = 0; z ~ 00, fL ~ 0 . (25) 

\005 ,,~--------------------~Q~5 

u .::: O,l 

1,000 Q070 

Q995 0,065 

0,990 106105 104 103 

5.:113 

~~~'---~'-------&----1~02~®ro 

FIG. 3 

Variations de la Partie ReelJe A et de la Par
tie Imaginaire B de l'lmpedance Reduite 
en Fonction de SC- 1 / 3 pour U = 0,1 

Collection Czechoslov. Chern. Cornmun. /Vol. 36/ (1971) 



Sur I'impedance de diffusion 873 

La solution approchee de Jl est bien independante de Sc. En raisonnant sur des 
approximations d'ordre superieur, on montre que: 

M(z, Sc, u) = M(z, 00 , u) + Jl l(Z, u) SC - 1
/
3 + Jl2(Z, u) SC- 2

/
3 + ... (26) 

Les expressions precedentes ne conduisent a aucune simplification dans Ie calcul 
numerique de M mais elles permettent de montrer que, pour une variation de Sc 
suffisamment faible , M peut se calculer pour une valeur de Sc quelconque par inter
polation en SC- 1 /

3
. 

Le calcul de Men fonction de Sc pour plusieurs valeurs de u permet de determiner 
I'importance des ecarts admissibles pour Sc sans faire d'erreur notable sur l'inter
polation. Le calcul a ete effectue pour u = 0,1 , 1 et 10. Ces va leurs sont proches 
respectivement de la limite a frequence nulle, de la frequence correspondant au maxi
mum de la partie imaginaire et de la frequence centrale du domaine ou l'expression 
de Warburg est valable. Les figures 3 a 5 representent 

A = N(Sc, u)jM(O, Sc, 0) et B = P(Sc, u)jM(O, Sc, 0) en fonction de Sc- I /3. 

On constate que la premiere approximation conduit a une erreur inferieure a 10- 3 

pour Sc > 500 et a 10- 2 vers Sc = 100. Si l'on compare l'extrapolation a Sc infini 

u = I 

A 

- 0,40 

- 0,39 

Sc-1/3 
0,38 

Sc 102 

Fig. 4 

Variations de la Partie Reelle A et de la Partie Imaginaire B de l'Impedance Reduite en Fonction 
de Sc- 1 / 3 pour U = 1 
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874 Levart, Schuhmann: 

avec la valeur centrale pour Sc = 1000, on trouve des ecarts de l'ordre de 7%. 
Ainsi, l'approximation Sc infini ne conduit pas a des resultats beaucoup plus ri
goureux que ceux obtenus sur la base de l'approximation de Nernst qui a au moins 
Ie me rite de donner l'impedance so us une forme analytique simple. 

Les figures 3 a 5 montrent que les termes non lineaires en Sc -1 / 3 dans Ie developpe
ment (26) sont peu importants. Le choix des variables sans dimension (18) est donc 
bien adapte au probleme et il suffit de connaitre M pour un nombre tres limite de 
vaIeurs de Sc pour en deduire M avec precision pour toute valeur intermedaire de Sc. 
Connaissant M pour Sc = CO, 103 et 102 par exemple, on peut calculer M avec une 
erreur relative de l'ordre de 10- 3

• La figure 6 represente les variations de A et B 
en fonction de log u pour les trois valeurs de Sc. 

Determination de l' impedance 0 perationelle 

L'impedance complexe ayant ete obtenue sous forme numerique, les resultats prece
dents ne pourraient etre utilises pour trouver l'impedance operationelle qu'en cher
chant a representer Ie spectre dans Ie champ complexe sous forme d'une expression 
analytique empirique25

, l'impedance operationnelle se deduisant de cette expression 
en substituant Ie parametre (J a ju. Ce procede conduisant a cumuler les erreurs de cal
cuI, nous avons prefere determiner M((J) par calcul direct, sur la base de l'equation (211 
apres substitution de (J aju. Les resultats pour les memes valeurs de Sc que precedem
ment sont donnes sur la figure 7 representant A = M(O, Sc, (J)/ M(O, Sc, 0) en fonction 

165 

160 10S,05 10~' 

Fig. 5 

Variations de Ia Partie Reelle A et de la Partie 
Imaginaire B de I'Impedance Reduite en 
Fonction de Sc -1/3 pour U = 10 

1,0,.......SC-=-oo-,.-........,A"'""r-- ---r--,.-----, 

B;:r..o-
/ 

Q02 

10-2 101 

FIG. 6 

Variations de la Partie Reelle A et de Ia 
Partie Imaginaire B de l'Impedance R6duite 
en Fonction de Ia Frequence Reduite u pour 
Sc = 102 , 103 et 00 (echelles Iogarithmiques) 
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Sur l'impedance de diffusion 875 

de Iog<1'. Ces graphiques permettent de determiner A pour des valeurs intermediaires 
de <1' et de Sc sachant que l'interpolation doit etre lineaire en Sc -1/3. L'ecart horizontal 
entre les courbes varie avec <1', Ie rapport entre Ie plus grand ecart et Ie plus faible 
est de l'ordre de 3. Tout autre choix de parametre sans dimension ne pourrait au 
mieux reduire I'ecart entre les courbes que d'environ un tiers et ne presenterait donc 
guere d'interet. 

,<11,0 
SC=ClO 0,5 

0,2 

0,1 lP,<l 
0,05 Sc=10) 0,5 

FIG. 7 

Variations de l'Impedance Operationnelle Reduite A en Fonction de la Frequence Opera
tionnelle u pour Sc = 102, 103 et CIJ (echelles logarithmiques) 

Applications 

La formule (11) d'une part et Ies formules (12) ou (18-20) d'autre part explicitent 
d.es parametres representant une impedance de diffusion reduite et une frequence 
reduite respectivement. D'apres ces expressions, on comprend que Ia dimension du 
d.iagramme trace dans Ie plan complexe depend ala fois de I'aire reactionnelle et du 
coefficient de diffusion, tandis que Ia graduation en frequence de ce diagramme de
pend du second parametre mais non du premier. Dans la mesure ou Ie modele propose 
est applicable a un systeme concret donne, Ia mesure de l'impedance de diffusion sur 
une electrode a disque toumant dans Ie domaine des tres basses frequences permet
trait donc de determiner independamment Ies deux parametres cites. Ceci constitue 
un avantage important par rapport aux methodes eleectrocbimiques usuelles, telles 
que Ia mesure du courant limite ou de l'impedance dans Ie domaine de Warburg: 

Le procede permettant de determiner Ie coefficient de diffusion a partir des resultats 
decrits ici serait Ie suivant. On corrige I'impedance mesuree (complexe ou operation
nelle) des elements autres que l'impedance de diffusion grace a I'extrapolation 
a frequence infinie du do maine de Warburg. On divise I'impedance par sa limite 
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876 Levart, Schuhmann 

it frequence nulle, on represente Ie rapport en fonction du logarithme de la frequence 
et on determine la translation horizontale qui permet d'obtenir approximativement 
la cOIncidence avec la ou les courbes donnant M{M(O) en fonction de U ou de (J 

pour Sc = 103
• La valeur de la translation donne une valeur approximative de Sc. 

On trace alors la courbe analogue it la precedente pour cette valeur de Sc. Une nou
velle translation de la courbe experimentale doit permettre d'assurer une meilleure 
COIncidence et conduit a une valeur plus precise de Sc d'ou I'on deduit D connaissant v. 
La precision avec laqueHe la derniere coincidence est eifectuee renseigne en me me 
temps sur l'applicabilite du modele susceptible eventuellement de limiter la precision 
du resultat. Un controle supplementaire peut etre envisage en repetant les mesures 
it diiferentes tensions d'electrode ou it diiferentes vitesses de rotation . 
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